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Пример решения задачи: криволинейные интегралы 

 

 

ЗАДАНИЕ.   

Найти моменты инерции относительно осей однородных дуг L  плотности 

ρ . 

 

( ){ }10,12:, 2 ≤≤+== xxyyxL . 

 

 

 

РЕШЕНИЕ.  

 

Момент инерции плоской кривой относительно осей вычисляется по 

формулам: 

 

( )∫=
L

ox dsyxyJ ,2ρ ,  ( )∫=
L

oy dsyxxJ ,2ρ , 

 

где ( )yx,ρρ =  − плотность кривой в точке ( )yx, . 

 

По условию кривая однородная, поэтому можем считать, что плотность 

( ) ρρ =yx, . 

 

Кривая заданная явно уравнением ( ) [ ]1,0,
2

12

∈+= x
x

xy . Следовательно, 

искомые криволинейные интегралы можно представить в виде определенных 

интегралов: 

 

( ) ( ) ( )∫∫ ′+==
1

0

222 1, dxxyxydsyxyJ
L

ox ρρ , 

 

( ) ( )∫∫ ′+==
1

0

222 1, dxxyxdsyxxJ
L

oy ρρ . 

 

Вычислим дифференциал кривой: 

 

( ) dxxxyds
22 11 +=′+= . 
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Вычисляем искомые моменты инерции: 

 

( )∫∫ ++=+






 +=
1

0

222

1

0

2

2
2

11
4

1
2

1
dxxxdxx

x
J ox

ρρ . 

 

Выполним замену 21 xt += , тогда ( )2

1
2 1−= tx , ( ) ( ) dttttdttdx 2

1
22

1
2 121

2

1 −− −=⋅−= , 

пределы интегрирования 211,101 2

2

2

1 =+==+= tt . Значит, 

 

( ) ( ) ( )∫∫∫
−−

−=−⋅⋅=++=
2

1

2

1
26

2

1

2

1
24

1

0

222 1
4

1
4

11
4

dtttdtttttdxxxJox

ρρρ
. 

 

Получили дифференциальный бином. Делаем третью замену ⇒+−= 1
1
2

2

t
z  

 

( ) ( ) ( ) ( ) dzzzdzzzdtztz
t

2

3
22

3
22

1
22

2
121

2

1
,11

1 −−− −=−−−=−=⇒−=⇒ . Пределы 

интегрирования  
2

1
1

2

1
,0011 2

2

21

2

1 =⇒+−==⇔=+−= zzzz : 

 

( ) ( ) ( ) =−⋅






 −
−

−=−= ∫∫
−

−
−−

2

1

0

2

3
2

2

1

2

32

2

1

2

1
26 11

1

1
1

4
1

4
dzzz

z
zdtttJox

ρρ
 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫ −
=−=−⋅−−= −−−−

2

1

0

42

2

1

0

42
2

1

0

2

3
22

1
2132

1

1

4
1

4
111

4
dz

z
dzzdzzzzzz

ρρρ
. 

 

Вычислим отдельно интеграл 

 

( )∫ − 421 z

dz
 

 

методом Остроградского. Решение будем искать в виде: 

 

( ) ( ) ∫∫ −
++

−
+++++=

−
dz

z

MNz

z

FEzDzCzBzAz

z

dz
232

2345

42 111
. 

 

Дифференцируем обе части: 
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( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) +
−
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( )( ) ( ) ( ) +++−+−+−+−=−+−++ 567642 36465331 zNBBzMAANzzzzMNz  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ++++−+−+−+−+++−+ zNFDzMEECzNDDBzMCCA 6236336243635 234  
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Таким образом, 

 

( ) ( ) =
−

+
−

+−=
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35
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5

1
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1

1 z
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( ) C
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1
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1
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. 

 

Вычисляем интеграл 
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( ) ( ) ( ) =
+

−++=−−++
21

1
ln

128

5
21ln
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5

24

67

24
12ln

128

5
21ln

128
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( ) ( ) ( )( )21ln15267
192

21ln
128

5
21ln

128

5

8

267

24
++=++++⋅= ρρρρ

. 

 

 

Вычисляем момент относительно оси Oy : 

 

( ) ∫∫ +=′+=
1

0

22

1

0

22 11 dxxxdxxyxJoy ρρ . 

 

Имеем дифференциальный бином. Выполним третью замену ⇒+= 1
1

2

2

x
t  

 

( ) ( ) dtttdxtx 2

3
22

1
2 1,1

−− −−=−=⇒ . 

 

Пределы интегрирования 221
1

1
, 2

2

21

2

1 =⇒=+=+∞=⇔+∞= tttt . Таким 

образом, приходим к несобственному интегралу: 

 

( ) ( ) =−⋅
−

+⋅−−=+ ∫∫
∞+

−−
2

2

3
2

2
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1

0

22 1
1

1
111 dttt

t
tdxxx ρρ  

 

( ) ( ) ( ) ( )∫∫
+∞+∞

−−−

−
=−⋅−⋅⋅−=

2

32

2

2

2

3
22

1
212

1
111

t

dtt
dtttttt ρρ . 

 

Вычислим неопределенный интеграл 
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( )∫ − 32

2

1t

dtt
 

 

методом Остроградского. Решение будем искать в виде 

 

( ) ( ) ∫∫ −
++

−
+++=

−
dt

t
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t
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t

dtt
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. 

 

Дифференцируем: 
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Значит, 

 

( ) ( ) ( ) C
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t
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. 

 

Значение на верхнем пределе равно: 

 

( ) 00
8
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Значение на нижнем пределе равно 

 

( ) ( )
8
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21ln

8

1
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ln
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−
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Таким образом, 

 

( ) ( ) ( )
8
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8
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2 +−=
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−
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∞+

ρρρ
t

dtt
Joy . 

 

Ответ: ( )( )21ln15267
192

++= ρ
oxJ ,  

( )
8

21ln23 +−= ρoyJ . 

 

 


