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Задача с решением по уравнению с математической физики 
Задача Дирихле для уравнения Лапласа 

 
ЗАДАНИЕ.  
 
Решить задачу Дирихле для уравнения Лапласа для круга: 
   ( ).;0,0 ϕfuRru Rr =<≤=∆ =  

 ( ) 23, 6 1.R f φ φ φ= = + +           

 
РЕШЕНИЕ.  
 
Уравнение Лапласа в полярных координатах ( , )r ϕ  имеет вид 

2

2 2

1 1
0

u u
r

r r r r φ
∂ ∂ ∂  + = ∂ ∂ ∂ 

. 

Применим метод разделения переменных, т.е. будем искать решение в виде: 
( ) ( )u R r F ϕ= , тогда 
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Рассмотрим уравнение для F : 
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Требуется отыскать все значения λ , при которых уравнение имеет 
нетривиальное 2π -периодическое решение.  
Пусть 0λ > , тогда 

cos sinF A Bλϕ λϕ= + , 
( ) (2 )F F kϕ π ϕ= + . 

Очевидно такое возможно если nλ =  - целое число, значит решение задачи 
на собственные значения имеет вид: 

2nλ = , n∈Z , 
cos sinF A n B nϕ ϕ= + . 

Очевидно что при 0λ ≤  уравнение периодических решений не имеет. 
Функцию ( )R r  будем искать в виде R rµ= ; тогда подставляя в уравнение для 

R  и сокращая на rµ , получим 2 2n µ=  или nµ = ± , что дает два линейно 
независимых решения. Общее решение будет суммой частных решений: 

( ) n nR r Cr Dr−= + . 
Поскольку мы рассматриваем внутреннюю задачу, следует положить 0D = . 
Тогда частное решение уравнения Лапласа будет иметь вид 
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а общее решение запишется в виде суммы частных решений: 
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Константы nA  и nB  можно найти из условия на границе круга. Для этого 

функцию 2

3
( ) 6 1

r
u f ϕ ϕ ϕ

=
= = + +  необходимо разложить в ряд Фурье по 

собственным функциям задачи: 
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Приравнивая коэффициенты в выражении для u  и в разложении f , получим 
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где 3ρ =  - радиус окружности. 
Коэффициенты ряда Фурье находятся по известным формулам 
Коэффициенты . na  и nb  определяются по формулам: 
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Интеграл для 0a  представляется в виде суммы табличных интегралов, а 
остальные два интеграла можно вычислить, применив дважды метод 
интегрирования по частям. В результате получим: 
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Таким образом, решение задачи Дирихле имеет вид: 
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