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Контрольная работа 
Дифференциальные уравнения 

Вариант 5 
 

Решить уравнения: 
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1

1
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Решение: 

 
Преобразуем уравнение: 
 

222

2

2

2

1

1

1
1

1

1
01

1

1

xy

yy

y

x
yy

y

x
yy

−
=

−

′
−⇒−=

−
−′⇒=+

−
−′ . 

 
Уравнение с разделяющимися переменными: 
 

( ) ( )
CxyCx

y

x
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y

yd =+−⇔−=−−⇒
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Ответ: Cxy =+− arcsin1 2 . 

 
 

2.  24
2

2

++=
x

y

x

y

dx

dy
. 

 
Решение: 

 

Так как 






=′=
x

y
fy

dx

dy
, то заданное уравнение однородно. Делаем замену xuy = , тогда 

uxuy ′+=′ , u
x

y = . Подставим в исходное уравнение: 

 

x

uu

dx

du
uuuxu

23
24

2
2 ++=⇔++=′+ . 

 
Получили уравнение с разделяющимися переменными. Интегрируем: 
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Так как 0>C , то 0≠± C . Если xy
x

y
u −=⇔−== 1 (непосредственной подстановкой 

убеждаемся, что это решение заданного уравнения), то получим, что 0=C . Значит, 
можно записать так: 
 

( ) C
ux

u =
+
+

2

1
,    RC ∈ . 

 
Вернемся к исходной переменной: 
 

( ) ( ) C
xyx

xy
C

x

y
x
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y

C
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+
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Ответ: ( ) C
xyx

xy =
+
+

2
. 

 
 

3. ( ) ( ) 02sec22 =+++ dytgxxydxxyy . 
 

Решение: 
 

Имеем уравнение вида 
 

( ) ( ) 0,, =+ dyyxQdxyxP . 
 

Проверим условие 
x

Q

y

P

∂
∂=

∂
∂

: 

 

( ) xyxyy
yy

P 222 sec2sec +=+
∂
∂=

∂
∂

, 
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( ) xy
x

ytgxxy
xx

Q 2
2

sec2
cos

1
22 +=+=+

∂
∂=

∂
∂

. 

 
Условие выполнено, значит, имеем уравнение в полных дифференциалах. То есть, 
существует такая функция ( )yxF , , что дифференциал ее равен 
 

( ) ( ) 0,, =+= dyyxQdxyxPdF . 
 

Тогда общее решение можно записать в виде ( ) CyxF =, . 
 

С другой стороны полный дифференциал равен dy
y

F
dx

x

F
dF

∂
∂+

∂
∂= . Значит, можно 

составить систему: 
 










+=
∂
∂

+==
∂
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tgxxy
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F
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x

F

2

sec22
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Интегрируем первое уравнение: 
 

( ) ( ) ( )yytgxxydxxyyyxF ϕ++=+= ∫
222 sec, , 

 
где ( )yϕ  − функция, зависящая лишь от y . 
 
Продифференцируем полученное выражение по y : 
 

( ) ( ) ( ) 1022 Cyytgxxyytgxxy
y

F =⇔=′⇒+=′++=
∂
∂ ϕϕϕ . 

 
Таким образом, искомое решение выглядит так: 
 

( ) CytgxxyCCytgxxyyxF =+⇔=++= 2
1

2, . 
 

Ответ: Cytgxxy =+2 . 
 
 

4. Решить задачу Коши:    ( ) 00,2sincos ==+′ yxxyy . 
 

Решение: 
 

Имеем линейное дифференциальное уравнение первого порядка. Умножим обе части на 
множитель 
 

xxdx
ee sincos

=∫ : 
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xexyeey xxx 2sincos sinsinsin =+′ . 

 
Слева получили производную по x  от функции xyesin : 
 

( ) ⇒==+′= xxexexyeeyye
dx

d xxxxx cossin22sincos sinsinsinsinsin  

 

( ) ==⇒=⇒ ∫ xdxxeyexdxxeyed xxxx cossin2cossin2 sinsinsinsin  
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evdtdu

dtedvtu
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t
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,
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( ) xxx CexxyCexe sinsinsin 2sin22sin2 −+−=⇒+−= . 

 
Константу найдем из начального условия: 
 

( ) 20220sin20 0sin =⇒=+−=⋅+−= − CCeCy . 
 

Ответ: ( ) xexxy sin22sin2 −+−= . 
 
 

5. Решить уравнение  12 =′+′′ yxyx . 
 

Решение: 
 

Сделаем замену yz ′= , тогда zy ′=′′ . Подставим в уравнение: 
 

2
2 11

1
x

z
x

zxzzx =+′⇒=+′ . 

 
Получили линейное уравнение первого порядка. Умножим обе части на множитель 
 

xee x
dx

x ==∫ ln
1

: 
 

x
zzx

1=+′ . 

 
Слева получили производную по x  от xz : 
 

( ) ( ) ⇒+==⇒=⇒=+′= ∫ Cx
x

dx
xz

x

dx
xzd

x
zzxxz

dx

d
ln

1
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x
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. 

 
Вернемся к исходной функции: 
 

( ) 1
2 lnln

2

1
lnln

ln
CxCx

x

dx
Cxxddx

x

C

x

x
zdxdxyy ++=+=







 +==′= ∫∫∫∫∫ . 

 

Ответ: ( ) 1
2 lnln

2

1
CxCxxy ++= . 

 
6. Решить уравнение 
 

322 +=− xyy IVV . 
 

Решение: 
 

Имеем ЛНДУ пятого порядка. Его общее решение ищем в виде суммы 
 

yyy ~+= , 
 

где y  − общее решение соответствующего ЛОДУ 02 =− IVV yy , y~ − одно из частных 
решений заданного ЛНДУ. 
 
Найдем y , для чего вычислим корни характеристического уравнения: 
 

( )




=
=====

⇒=−⇔=−
2

0
0202

5

4321445

k

kkkkk
kkkk . 

 
Получили два вещественных корня: первый кратности 4 и второй однократный. Значит, 
общее решение ЛОДУ выглядит так: 
 

xxkkxkxkxkx eCxCxCxCCeCexCexCxeCeCy 2
5

3
4

2
3215

3
4

2
321

5 ++++=++++= . 

 
Так как правая часть заданного ЛНДУ представляет собой многочлен первой степени, то 
частное решение будем искать в виде 
 

( ) rxbaxy +=~ , 
 

где r  − число корней характеристического уравнения, равных нулю. В нашем случае 
4=r , значит, частное решение выглядит так: 

 
( ) 454~ bxaxxbaxy +=+= . 

 
Вычисляем производные: 
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34 45~ bxaxy +=′ ,     23 1220~ bxaxy +=′′ ,     bxaxy 2460~ 2 +=′′′ , 
 
baxyVI 24120~ += ,     ayV 120~ = . 
 

Подставим в исходное уравнение: 
 

( ) ⇒+=−+−⇔+=+− 324812024032241202120 xbaaxxbaxa  
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a
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Частное решение: 
 

45

12

1

120

1~ xxy −−= . 

 
Искомое общее решение: 
 

( ) 452
5

3
4

2
321 12

1

120

1
xxeCxCxCxCCxy x −−++++= . 

 

Ответ: ( ) 452
5

3
4

2
321 12

1

120

1
xxeCxCxCxCCxy x −−++++= . 

 
7. Решить уравнение 
 

xexyy 4164cos1616 −=+′′ . 
 

Решение: 
 

Имеем ЛНДУ второго порядка. 
 
Найдем y , для чего отыщем корни характеристического уравнения: 
 

ikk 4016 2,1
2 ±=⇒=+ . 

 
Получили комплексно-сопряженные корни βα ik ±=2,1  ( 4,0 == βα ), значит, общее 

решение ЛОДУ выглядит так: 
 

( ) xCxCxCxCey x 4sin4cossincos 2121 +=+= ββα . 
 

Правая часть представляет собой сумму, поэтому частное решение ищем в виде суммы: 
 

21
~~~ yyy += , 
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где 1

~y  − частное решение уравнения xyy 4cos1616 =+′′ , 2
~y  − частное решение уравнения 

xeyy 41616 −=+′′ . 
 
Правая часть первого уравнения представляет собой функцию xBxAf ββ sincos 111 += , 

( 4,0,16 11 === βBA ) значит, частное решение ищем в виде 

( ) ( ) rr xxbxaxxbxay 4sin4cossincos~
1 +=+= ββ , где r  − число корней характеристического 

уравнения, равных ii 4±=± β . В нашем случае 1=r , значит, 
 

( ) xbxxaxxxbxay 4sin4cos4sin4cos~
1 +=+= . 

 
Вычисляем производные: 
 

=++−=′ xbxxbxaxxay 4cos44sin4sin44cos~
1  

 
( ) ( ) xbaxxabx 4sin44cos4 +−++= , 

 
( ) ( ) =+−+−+−=′′ xbaxxaxabxxby 4cos444sin44sin444cos4~

1  
 

( ) ( ) xabxxbax 4sin8164cos816 −−++−= . 
 

Подставим в уравнение: 
 

( ) ( ) ( ) ⇒=++−−++− xxbxxaxxabxxbax 4cos164sin4cos164sin8164cos816  
 





=
=

⇒=−⇒
2

0
4cos164sin84cos8

b

a
xxaxb . 

 
Первое частное решение выглядит так: 
 

xxy 4sin2~
1 = . 

 
Правая часть второго уравнения выглядит так ( )4,16,2 =−== αα AAef x , значит, частное 

решение его будем искать в виде rx xaey α=2
~ , где r  − число корней, равных α . В нашем 

случае 0=r , поэтому частное решение выглядит так: 
 

xaey 4
2

~ = . 
 

Вычисляем производные: 
 

xx aeyaey 4
2

4
2 16~,4~ =′′=′ . 

 
Подставим в уравнение: 
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2

1
161616 444 −=⇒−=+ aeaeae xxx . 

 

Значит, xey 4
2 2

1~ −= . Частное решение заданного уравнения: 

 
xexxy 4

2

1
4sin2~ −= . 

 
Искомое общее решение заданного уравнения: 
 

( ) xexxxCxCxy 4
21 2

1
4sin24sin4cos −++= . 

 

Ответ: ( ) xexxxCxCxy 4
21 2

1
4sin24sin4cos −++= . 

 
 

8. Решить уравнение 
 

x
yy

3sin

9
9 =+′′ . 

 
Решение: 

 
Найдем общее решение соответствующего ЛОДУ, для чего вычислим корни 
характеристического уравнения: 
 

ikk 309 2,1
2 ±=⇒=+ . 

 
Значит, общее решение является линейной комбинацией следующих функций: 
 

xyxy 3sin,3cos 21 == . 
 

Общее решение ЛОДУ: 
 

2211 yCyCy += . 
 

Далее варьируем постоянные: положим константы функциями от x . То есть, искомое 
общее решение ищем в виде: 
 

( ) ( ) ( ) 21 yxvyxuxy += . 
 

Функции vu,  находим из системы: 
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=′+′−

=′+′
⇔








==′′+′′

=′+′

x
xvxu

xvxu

x
fyvyu

yvyu

3sin

9
3cos33sin3

03sin3cos

3sin

9

0

21

21

. 

 
Из первого уравнения находим: 
 

x

x
uv

3sin

3cos′−=′ . 

 
Подставим во второе уравнение: 
 

( ) 1

2

3393
3sin

9

3sin

3cos
33sin3 cxxuuu

xx

x
uxu +−=⇒−=′⇒=′−⇒=′−′− . 

 
Находим функцию v : 
 

( ) ( )
23sinln

3sin

3sin

3sin

3cos3

3sin

3cos3

3sin

3cos
cx

x

xd

x

xdx
xv

x

x

x

x
uv +===⇒=′−=′ ∫∫ . 

 
Искомое решение: 
 

( ) ( ) ( ) xcxxcxxy 3sin3sinln3cos3 21 +++−= . 

 
Ответ: ( ) ( ) ( ) xcxxcxxy 3sin3sinln3cos3 21 +++−= . 

 
 

9. Решить краевую задачу: ( ) 0
3

,10,3sin33cos2 =






=−=+′′ π
yyxxyy . 

 
Решение: 

 
Найдем общее решение в виде суммы общего решения однородного уравнения и одного 
из частных решений. 
 
Вычислим корни характеристического уравнения: 
 

ikk ±=⇒=+ 2,1
2 01 . 

 
Значит, общее решение однородного уравнения выглядит так: 
 

( ) xCxCxy sincos 21 += . 
 

Частное решение ищем в виде: 
 

( ) xbxaxy 3sin3cos~ += . 
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Вычислим производные: 
 

( ) xbxaxy 3cos33sin3~ +−=′ , 
 

( ) xbxaxy 3sin93cos9~ −−=′′ . 
 

Подставим в исходное уравнение 
 










=

−=
⇔





−=−
=−

⇒−=++−−

8

3
4

1

38

28
3sin33cos23sin3cos3sin93cos9

b

a

b

a
xxxbxaxbxa . 

 
Таким образом, частное решение выглядит так: 
 

( ) xxxy 3sin
8

3
3cos

4

1~ +−= . 

 
Общее решение заданного уравнения: 
 

( ) xxxCxCxy 3sin
8

3
3cos

4

1
sincos 21 +−+= . 

 
Константы находим из краевых условий: 
 

( )
4

5
1

4

1
0 11 =⇒=−= CCy , 

 

34

7

8

7

2

3
0

4

1

2

3

2

1

3 2221 −=⇒−=⇒=++=







CCCCy

π
. 

 

Ответ: ( ) xxxxxy 3sin
8

3
3cos

4

1
sin

34

7
cos

4

5 +−−= . 

 
 

10. Найти собственные значения λ  и собственные функции y  задачи: 
 

( ) ( ) 01,00,02 ===+′′ yyyy λ . 
 

Решение: 
 

Пусть 0=λ , тогда получим уравнение 210 cxcyy +=⇔=′′ . Из граничных условий 
получаем систему 
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0
0

0
21

21

2 ==⇒




=+
=

cc
cc

c
. 

 
Таким образом, для собственного значения 0=λ  получим собственную функцию 0=y . 
 
Пусть 0≠λ , тогда общее решение уравнения выглядит так 
 

xCxCy λλ sincos 21 += . 
 

Найдем константы из граничных условий: 
 





=
=

⇒




=+
=

0sin

0

0sincos

0 1

21

1

λλλ
C

CC

C
. 

 
Из второго уравнения системы получим { }0/, Zkkk ∈= πλ . Это и есть собственные 

значения заданной задачи. Соответствующие собственные функции равны: 
 

( ) kxCxCxCxy kk πλλ sinsincos 221 =+= . 

 
Значит, собственные функции равны ( ) kxxyk πsin= . 

 
Заметим, что ранее полученный результат при 0=λ  охватывается и этими формулами. 
Окончательно можем записать 
 

Ответ: Zkkxyk kk ∈== ,sin, ππλ . 

 
 

11. Решить уравнение 0=+′−′′ xyyxy . 
 

Решение: 
 

Заданное уравнение – уравнение Штурма – Лиувилля. Для решения необходимо знать 
(или подобрать) одно частное решение. К сожалению, ничего не подбирается. Возможно, 
требуется уточнение у преподавателя. 

 
 
 
12. Решить систему уравнений 
 







−+=′
++=′

x

x

eyyy

eyyy
4

212

211

32

22
. 

 
Решение: 

 
Выразим из второго уравнения 1y : 
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xeyyy 4

221 32 +−′= . 
 

Дифференцируем: 
 

xeyyy 4
221 122 +′−′′=′ . 

 
Подставим полученные результаты в первое уравнение: 
 

( ) ⇔+++−′=+′−′′ xxx eyeyyeyy 2322122 2
4

22
4

22  
 

xx eeyyy 4
222 6234 −=+′−′′⇔ . 

 
Получили ЛНДУ второго порядка. Найдем его общее решение: 
 










=+=

=−−=
⇒=+−

3
2

24

1
2

12164

034

2

1
2

k

k
kk . 

 
Значит, общее решение ЛОДУ выглядит так: 
 

xx eCeCy 3
212 += . 

 
Частное решение ищем в виде суммы 22212

~~~ yyy += , где 21
~y  - частное решение уравнения 

xeyyy 234 222 =+′−′′ , 22
~y  − частное решение уравнения xeyyy 4

222 634 −=+′−′′ . 
 
Частное решение первого уравнения ищем в виде 
 

xaey x ⋅=21
~ . 

 
Вычислим производные: 
 

xx axeaey +=′21
~ , 

 
xx axeaey +=′′ 2~

22 . 
 

Подставим в уравнение: 
 

( ) 12342 −=⇒=++−+ aeaxeaxeaeaxeae xxxxxx . 
 

Значит, первое частное решение равно xey x ⋅−=21
~ . 

 
Второе частное решение ищем в виде 
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xbey 4
22

~ = . 
 

Производные равны:  xx beybey 4
22

4
22 16~,4~ =′′=′ . Подставим в уравнение: 

 
2631616 4444 −=⇒−=+− bebebebe xxxx . 

 
Значит, второе частное решение выглядит так: 
 

xey 4
22 2~ −= . 

 
Частное решение равно сумме частных решений: 
 

xx exey 4
2 2~ −−= . 

 
Таким образом, вторая функция выглядит так: 
 

( ) xxxx exeeCeCxy 43
212 2−−+= . 
 

Вычислим ее производную: 
 

xxxxx exeeeCeCy 43
212 83 −−−+=′ . 

 
Находим первую функцию: 
 

−−−−+=+−′= xxxxxx exeeeCeCeyyy 43
21

4
221 8332  

 
( ) ( ) xxxxxxxx eeCexCeexeeCeC 43

21
443

21 1322 −++−−=+−−+− . 
 

Ответ: 
( ) ( )
( ) ( )





−+−=

−++−−=
xxx

xxx

eeCexCxy

eeCexCxy
43

212

43
211

2

1
. 

 
 


